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Examenul national de bacalaureat 2024
Proba E.c)

Matematica M_mate-info

( SUGESTII DE REZOLVARE cu observatii metodice )

SUBIECTULI (30 de puncte)

1. Sise arate cii numéirul N = /3 + /7 — 44/3 este intreg .

N=v3+ /(2—\/§)2=\/§+|2—x/§|=\/§+(2—\/§)=2ez.

Obs. Atentie la explicitarea modulului!!!
-este foarte adevarat cd in aceasta situatie nu influenteaza rezultatul, dar lipsa explicitarii
modulului atrage diminuarea punctajului.

2. Se consideri functia f: R - R, f(x) = (a®? — 1)x? + 2x — 1, unde a este un numir
real. Determinati valorile reale ale lui a pentru care ecuatia f(x) = 0 are doua
solutii reale distincte .

f(x) = 0 are doud solutii reale si distincte <=>A> 0 sia?—1 # 0.
2
AvemcaA=4+4(a® —1) =4a* >0sia # +1 <=> {a >0 <=

a++1
a€ (—o,0) U (0,00) . .
{ 4% +1 ,deci

>

a€(—o,—-1)uU(—1,00 U (0,1) U (1,+).
Observatie:
- nu din nestiintd, ci din neatentie sau graba, putem spune rapid ci a? > 0 <=>a > 0
(ceea ce NU este adevarat).

3. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia vVx + Vx —1=1.

Avem conditiile de existentd x > 0 si x — 1 > 0, deci domeniul ecuatiei este intervalul [1, c0).
Prin ridicarea egalitatii la patrat se obtine
X+x—14+2Jx(x—1)=1<=>2x+2x(x—1) =2 /:2<=>
Jx(x—1)=1-x.
Se ridica la patrat ultima egalitate si avem ca
x(x —1) =x% —2x + 1 <=>x = 1 care convine.
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4. Si se demonstreze ci C}, = 2C},_;, pentru orice numir natural nenul n .

n!

oz rk
Se stie ca Cyf = k!(n_k)!,n >k
. . . - 2n)! 2n-1)!
Egalitatea din enunt este echivalenta cu = <=>
n!(2n-n)! n!(2n-1-n)!
2n)! 2n —1)! 2n)! 2n —1)! 2n)! n!
(@) _,C@noD, @0l @eo DU Gt
n!-n! n!'(n—1)! n! (n—1)! (2n - 1)! (n—1)!

<=> 2n = 2 - n, ceea ce este adevarat.

5. In reperul cartezian x0y se consideri punctele A(4,3), B(8,0) si C(4,—3). Aritati
ca patrulaterul AOCB este romb .

0(0,0) .

A0 =./(4—0)2+ (3—-0)2=5.

0C =/(0—4)2+ (0 +3)2=5.
CB=,(4-—8)2+(-3-0)2=5.
BA=,/(8-4)2+(0—-3)2=5.

Sicum AO = OC = CB = BA = 5 => AOCB este romb.

- . . T ° 1
6. Sa se arate ca sin_—- cos15° = "

m 180" L5
1 12 12 - 1 | 1 11 1

Deci avem sin15’ - cos15° = S 2sin15’ - cos15° = = (sin2- 15°) = = sin30° = S =T
(am folosit ca sin2x = 2sinxcosx.)
Obs. Este si varianta de a calcula sin15’ si cos15’.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

a b 1

1. Se considera matricea A(a,b) =|1 a b |, unde a si b sunt numere reale.
b 1 a

a) Sa se calculeze det(A(l, —1)) .

1 -1 1
det(A(L,-1D)={1 1 -1|=1+1-14+1+1+1=4,
-1 1 1
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1 0 0
b) Demonstrati ci (4(0,0))3 = I3, unde I3 = <0 1 0) .
0 0 1

(A(O,O))3 = [A(0,0) - A(0,0)] - A(0, 0) (inmultirea matricelor este asociativa)

0 0 1 0 0 1 0 1 0
A(0,0)-A(0,0) = (1 0 0) . (1 0 0) = (0 0 1) .
0 1 0 0 1 0 1 0 0
01 0 0 0 1
[A(0,0) - A(0,0)] - A(0,0) = (O 0 1) <1 0 O) = <O 1 O) =1I;.
1 0 0 01 0 0 0 1

¢) Determinati numerele naturale m si n pentru care det(A(m, n)) =0.

m n 1 m+n+1 m+n+1 m+n+1
det(A(m,n)) =1 m n =‘ 1 m n =
n 1 m n 1 m
1 1 1
=(m+n+1-[{1 m n|=(m+n+1)-M?*+1+n? —mn—m-—-n).
n 1 m
det(A(m,n)) =0 <=>(m+n+1)-(M?+1+n> —mn—m—n) =0<=>
L. m+n+1=0 sau 11. m>+1+n —-mn-m-n=0

Deoarece m s1 n sunt numere naturale =>m +n = 0, deci ecuatiam + n+ 1 = 0 NU are

solutii (deoarecem+n+12>1).

Cautdm acum solutii ale ecuatieci m?* + 1 +n> —mn—-m—-n=0.

Aceastd ecuatie are doud necunoscute, in aceasta situatie se cautd o descompunere in factori

sau scrierea membrului stdng ca suma de patrate.

m?i+1+n’ —mn-m-n=0/2<=>2m?+2+2n>-2mn—-2m-2n=0<=>
<=> mMm?*-2mn+n®>)+M?-2m+1D)+"*>-2n+1) =0<=>

<=>(m-n)2+mM-1)2%+m-1)2=0.(1)

Dar

(m—n)?=0,(m—1)? =0, (n—1)? = 0, pentru orice numere naturale m si n. (2)

Din(1)si(2) obtinemcaim—n=0, m—1=0sin—1=0.

Asadarm=n=1.

2. Se consideri x4, x, si x5 riadicinile polinomului f = X3 — (m + 1)X — m, unde m
este numar real .
a) Sa se arate ca f(0) + m = 0, pentru orice numar real m .

fOO=03-(mMm+1)-0—-m=0—-0-m=-m.
f(0) + m = —m 4+ m = 0, pentru orice numar real m .
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b) Aritati ci, pentru orice numar real m, polinomul f este divizibil cu X + 1.

fi(X+1)<=>f(-1)=0.
f(-D)=(C-1)3-(m+1)-(-1)—m=-1+m+ 1—m = 0, pentru orice numar real m .

Obs. Putem efectua pur si simplu impartirea lui f la X + 1 ( clasic sau folosind schema lui
Horner), asigurand divizibilitatea prin rest egal cu zero .

¢) Stiind ca x4, x;, si x3 sunt numere intregi, demonstrati cd numarul m este produsul
a doua numere naturale consecutive .

Dinb)avemca f : (X + 1),deci f = (X + 1) - g, unde g este catul impartirii lui f la X + 1.
Efectudnd impirtirea, se obtine g = X2 — X —m.

Stim cd x4, x, si x5 sunt numere intregi, deci si polinomul g = X? — X — m are ridicini
intregi.

Cum g = X? — X — m are radicini intregi => m trebuie si fie numir intreg si A= 1 + 4m
patrat perfect.

Observam cd x4 - X5 - X3 = — =meste intreg, fiind produsul a trei numere intregi.

Se mai constatd cd A= 1 + 4m este numar impar si, cum A= 1 + 4m este si patrat perfect,
obtinem
1+ 4m = (2p + 1)?, p este numdr natural, adica

1+4m=4p° +4p+1/-1<=>4m = 4p> + 4p/: 4 <=>
m=p?>+p=p(+1),p€EN.
Cum p si p + 1 sunt numere naturale consecutive => m este produsul a doud numere naturale
consecutive.

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f: R - R, f(x) = 1 + xe”.
a) Aritati ca, daci f'(x) = f(x),atuncix = 0.

ffx)=Q+xe*) =0+x"-e*+x-(e*) =1-e¥+x-e*=e*(1+x).
Cum f'(x) = f(x),obtinemcae*(1 +x) =1+ xe* <=>e*+ xe* =1+ xe* <=>
e*=1,decix=0.
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b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre —oo la graficul functiei f .

l— 11m f(x)— 11m (1+xex)—1+ lim xe*

X—>—00

lim xe* apare cazul de exceptie 0 - o, pe care-1 inlaturdm scriind pe xe* ca—— ( am

transformat in cazul — — pe care il vom trata elegant cu L H )-

Asadar, lim xe* = lim =~ = lim

= lim ~=0,decil=0+1=1si

X——00 x——0c0 7% x——o0 (€7X)r x——00 —€~

y = 1 este ecuatia asimptotei orizontale spre —oo la graficul functiei f .

¢) Determinati valorile reale ale lui a, stiind ci ecuatia f(x) = a are exact doua
solutii reale si distincte .

fx)=a<=>f(x)—a=0.

Construiesc functiag: R - R, g(x) = f(x) — a.
Ce trebuie sa fac acum?

-sd aflu valorile reale ale Iui a pentru care ecuatia g(x) = 0 are exact doua solutii reale
si distincte. Folosim sirul lui ROLLE:

g =) -a =f(x)—-0=f"(x) =(1+x)-e*(dina))
gx)=0<=>{1+x)-e*=0.

e® # 0,pentru oricare x real =>1+x=0<=>x=-1 € R.

- 1
g(x) 1-a 1 oo
e
+ - +
11m g(x)— hm (1+xe —a)_l—a+ lim xe*X=1-a +0=1-a.
X—>—00

hmg(x)— llm(1+xe —a)=1—a+ limxe*=1—a+ o = +oo.

X—00

Deoarece 11m g(x) = + oo, avem deci semnul +, rezultd mai departe ca ecuatia data
X—>00

admite exact doua solutii reale si distincte dacd si numai daca

1
{1 —.—a<0 (pentru ca monotonia lui g(x) este evidentd; g este strict crescitoare
1—-a>0 )
pe (=1, +00) si g strict descrescitoare pe (—o,—1)) <=> {—a <e 7l
—a>-1
{a> l=Ccosae (1—1,1).
a<l1 ¢
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2. Se considera functia f: (=3,40) > R, f(x) = In g

a) Si se arate ci folf’(x)dx = lnli0 .

1

1 6 5
[ riaax = /g = F) = @ = tnG—tnZ = In

Atentie: In foarte multe cazuri, aceasti rezolvare incepe prin calculul derivatei functiei f. NU
este gresit, dar lucrurile se complicd destul de tare.

_ 63 9
35T "0

wl U1 o

b) Si se arate ci fol(f(x) +In (x + 3))dx + folﬁdx = Iné6.

(FCO) +1n (x + 3)) = lnzig

= In(x + 5).

+In(x+3)=In(x+5)—In(x+3) +In(x + 3) =

1

2 X X X
f(f(x)+ln(x+3))dx+fx+5dx=fln(x+5)dx+fx+5dx=
0 0

0 0

1

1 1 1 1
X 1
= | x'In (x +5)dx + dx=xlnx+5/ —fx- In(x+5 ’dx+f dx
f ( ) fx+5 ( )0 (In( ) x+5
0 0 0 0
= 1Iln6 — 0In5
1 1 1 1
f 1d+fxdl6fxd+fxdl6
— | x- X x = In6— X x = Iné6.
x+5 x+5 x+5 x+5
0 0 0 0

Obs. Aici s-a folosit metoda integrarii prin parti.
-in acest caz se poate incepe la munca prin propunerea calculului ambelor integrale, dar se
constata ca a doua integrala este data pentru a face lucrurile mai simple decat sunt.

¢) Determinati numerele intregi a, b si ¢ pentru care suprafata plana delimitata de
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0 si x = 1 are aria egala cu
In(2%-3%.5°).
Solutie :

lng > 0, pentru oricare x € [0,1], deci A = fol lni_:gdx'

Vom trata aceasta integrala prin doua metode, ambele putand fi idei de rezolvare:

Metoda 1.
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1

1 1
x+5 x+5 paru x+51 x+5
Azfln dxzfx’-ln dx fx dx =
x+3 x+ 3 x+30
0 0 0
=1l 6 0l >
Ty T
1
1 x+5'd B
_fx'x+5(x+9 *=
0 x+ 3
1
_ 3 f x+3 (x+5)’ (x+3)—(x+5)- (x+3)’ B
"My X x+5 (x +3)2 B
0
1 1
_ 1 3 f x+3 x+3—x—5d _ 1 3 J x+ 3 -2 p
— "y x x+5 (x + 3)2 x=my x x+5 (x+3)? x
0 ) 0
il f ! _Zd no+2. J dx = In> + 2B
— "y Y y+5 x+3¥ T (x+3)(x+5) -~y ’
0
1
undeBzfomdx

Pentru calculul integralei B = fol +3)(x15) +3)x(x T5)

dx trebuie sa descompunem

X A .o
Ginoas 0 fractii

simple:
o x _ a i __a(x+5)+p(x+3)
(x+3)(x+5) T x+3  x45 (x+3)(x+5) (x+3)(x+5)
. . o . 5
sistemul se obtine ca a = —% sif = P
X -« B __ 3,1 5 1
Asadar, (x+3)(x+5)  x+3 + x+5 2 x+3 + 2 x45° Sl

X
=!u+3xx+adx

(3 1 +5 1>d
2 x+3 2 x+5 x
-3

Il
NI UJA oY

2
(In3 —In4) + = (ln6 In5) =

_ (@FB)x+5a+3fp , deducem ca{ a+tp=1

5 1 -
ln(x+3)+— ln(x+5))| =

Sa+38 =0 Rezolvand

3 ind + 216 + S 1n3 — 2 Ins
g rTRMb T oM T o

3,3,5.6
2 Mg T3 My
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a=mds2m—mdesmdesnd—mden() vu() (258
—n2 —le n4 n5_n2 Tl4 n5 =in

= ln%:js =1n(27%2-3°.57%).
Dar A = In(2% - 3% - 5°) si a, b, ¢ sunt numere intregi, deci
a=-2,b=9sic=-5.
Obs. Aceasta metoda nu este imposibila, dar este destul de dificild, motiv pentru care propun si

Metoda 2.

x+5

1 1 1
A= | lnmdxzfo In(x +5)dx — [ In(x+3)dx =1, — I .

I = fol In(x + 5)dx = f01 x"In(x + 5) dx = xIn(x + 5)|é - folx - (In(x + 5))'dx =
1 1

X
dx=ln6—f
x+5

0 0

1
x+5

(x+5)—5
dx=ln6—f—dx=
x+5

1
=1ln6—Oln5—fx-
0

1
x+5
=ln6—f dx
x+5
0

1
5 1 1
+] dx=ln6—x|0+51n(x+5)|0=ln6—(1—0)+5(ln6—ln5)=
0

x+5

=[n6—-1 +5[n§, deci|l; =Iln6 -1+ San )

In mod asemanitor se calculeazi si I, se obtine ca |12 =8n2—-1-3In3 | .

6
A=11—12=ln6—1+5ln§—(8ln2—1—3ln3)=

=In2+In3—-1+5(n2+In3—-1In5)—8n2+1+3In3 =
= —2In2 4+ 9In3 — 5In5 = In272 + In3° + In57° = In (272 - 39 - 57°), de unde concluzia.

Obs. Dupa cum am spus, metoda a doua este mult mai eleganta.

Mult, mult succes tuturor absolventilor!!!



