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Problema 1: Balama

In aceastd problemd, se dd un sir de numere @1, . .., 4,, $i un numir . Se consideri toate subsecventele
Ajs...,dirp—1. Acestea se sorteazd, rezultdnd sirurile b;1, . . ., b;;. Atunci, se cere, pentru fiecare j = 1,..., &,
maximul dintre by, . . ., bn_k_',l’j.

Definim valoarea v;, astfel:

1, a;,>x
Uxi =
0 a;<u«x.
Definim valoarea s, astfel
k-1
Sxi = Uxit o F Uy -1 = Z Uit
j=0

Fie 7 al j-leq numir din solutie; in alte cuvinte, 7; = max;_1__,—t+1 bij-

Observatie 1. » ;X dacd si numai dacd j < max; Jx,ﬂ
Demonstragie. Aritim aceastd echivalentd prin a arita necesitatea i suficienta primei conditii.

Necesitate. Si presupunem cd j < max; sy, adicd existd 7 astfel incit j < vy, +- - +vy ;441 Inalte cuvinte,
subsecventa 4;, . . ., 4,41 contine micar j elemente mai mari sau egale cu x. Prin urmare, subsecventa
aceastaaratdciz; > Xx.

Suficientd. Si presupunem cir; > x. Astainseamni cd existd o subsecventa 4;, . . ., 4,441 contine micar j
elemente mai mari sau egale cu x. Asadar, v,y + -+ + v, ;141 > J,ceimplicd ca j < max; s;. ]

De aici rezultd imediat urmatoarea observatie.

Observatie 2. 7; este cgal cu cel mai mare numdr x pentru care max; sy; < j. In simboluri:

r; = max{x | Max sy; <Jjh

Mai mult, trebuie considerate doar acele valori x care apar printre valorile ay, . . ., a,,.

INoti pentru pasionati: aceasta situatie, mai exact si existe doud functii £, gunde f(a) < bdacisinumaidacia < g(b)se
numeste o Conexiune Galois, si apare in foarte multe contexte diferite in matematici. Notiuni teoretice mai avansate desigur nu sunt
necesare pentru a rezolva aceastd problema.



Aceste observatii ne conduc la urmitoarea solutie:

1. Parcurgem elementele lui 2 de la mare la mic. Tinem o structuri de date ce mentine sirul 71, . . ., ,. 54
presupunem cd suntem la un element z; = x. Scopul nostruvaficaz; = s;.

2. Cand trecem de la o valoare x la urmitoarea, observim ci unele elemente din #1, . . ., #, trebuie si creasci
cu +1. Mai exact, pentru fiecare element 2; = x o subsecventi continui tmax(i—k+1,0)> - - - » £ VOI creste
cu+l.

3. Céand suntem la o valoare x, gisim valoarea #; de sumd maxima.

4. Tinem o structurd de date ce reprezinti sirul 71, . . ., 7. Trebuie si crestem valorile de la #; 1a & la maximul
dintre valoarea precedenti §i x; simbolic, 7; = max (7}, x) pentru j > ¢;.

Solutia este corecti cum #; = s,; la momentul , si conform observatiei de mai sus. Pentru a o implementa
eficient trebuie si folosim structuri de date eficiente. Mai exact, pentru sirul ¢4, . . . , £, avem nevoie de update-uri
ce incrementeazi o subsecventi, si query-uri ce afli maxim-ul intregului sir — ce se poate face cu un arbore de
intervale cu propagare lazy in timp logaritmic. Pentru sirul 74, . . . , 7, maximizim sufixe ale sirului, si apoi dupd
toate update-urile avem query-uri ce ne cer valorile 71, . . ., 7. Pentru a face asta tinem un sir 77, .. ., 7, laun
5 3 1 k
updatela 7, ..., 7, cux setam r; = max (7, x), si apoi la final calculim maximele pe prefixe ale lui 7/ pentru
a1l gisi pe 7;. Complexitatea finali este O (7 log 7).

Problema 2: Piramida

In aceasti problemi se di o matrice A4 ij de N x M caractere, si un sir de caractere S, . . ., Sp_1 (pe care il
indexim de la 0 pentru convenienti). Ni se dau mai multe interogiri, fiecare interogare constind intr-un numir
natural £. Pentru a rezolva interogarea, construim sirul £ X .S, adici S concatenat cu el insusi de £ ori. Vrem
apoi si gisim numirul de celule din matrice la care s-ar putea ajunge dupi k¢ pasi, incepind la oricare celuld,
daci la pasul 7 valoarea din celuli este egali cu S;.

Definim x @ y ca fiind suma modulo ¢ alui x §i y. Adici, x @ y = (x + y) mod (. Si considerim care este
starea noastri in aceastd problemi: Suntem intr-o pozitie (7, 7) la un moment dat, si la un caracter S; din sirul
S. Ele trebuie si satisfaci §; = A;;. Dela aceasti stare (7, 7, ¢) putem merge la oricare stare (', j/,# @ 1), unde
(7, j)si (Z', j') sunt vecine, si Sre1 = A,-/]-r.

Observam ci stirile noastre de mai sus formeazi un graf G, cu varfurile (7, 7, #) pentrul <7 < N,1 < j < M,
0 < ¢ < (unde 4;; = §;. Avem o muchiedela (7, 7,¢) la (¢, j/, ¢ ® 1) daca si numai daca (7, /) si (¢, ;')
sunt vecine in matrice. Acum, observim ci se poate ajunge in celula (7, ;) dupi parcurgerea lui £ X § daci si
numai daci cel lung drum ce ajunge in starea (7, 7, ¢ — 1) este cel putin £¢. Asta e pentru ci in acest caz, existd
un lang de exact ¢ stiri ce se termind in starea (z, 7, ¢ — 1) — ce reprezintid istoricul parcurgerii sirului £ X S si
a matricii 4 care di in celula (7, 7). Atentie! Este posibil ci cel mai lung drum este oo, daci existd un ciclu ce
poate ajunge la (7, 7, ¢ — 1). In acest caz se poate ajunge in (7, ;) dupi parcurgerea lui # X § pentru oricare 4.

Asadar, construim graful, si pentru fiecare (7, ;) gisim valoarea v;; care este lungimea celui mai lung drum
ce intrd in starea (7, 7, ¢ — 1) (sau co daci existd drumuri oricit de lungi). Acest lucru se poate calcula gisind
componentele tare conexe ale grafului, apoi sortindu-le topologic. Acum, cind ne vine o interogare &, este
suficient sd gisim céte valori v;; sunt mai mare sau egale cu k. Asta se poate face sortind valorile vij st ciutind
binar.

Pentru a optimiza solutia, putem si nu construim efectiv graful, si si calculim implicit toate valorile amintite

anterior. Solutia finald este de O (Q log(N M) + N M (), unde Q este numirul de interogiri.



Problema 3: Echidistant

In aceastd problemi ni se dd un arbore inridicinat cu 7 noduri si valori in noduri (w, pentru nodul #) si ni se
cere si calculim pentru fiecare subarbore valoarea (suma nodurilor) maxima a unui arbore echidistant care se
poate obtine din acesta (unde un arbore echidistant este un arbore in care toate frunzele sunt la acelasi nivel).

O abordare asupra problemei este si fixim nivelul la care vrem si avem frunzele in arborii echidistanti si si calcu-
lim pentru fiecare subarbore valoarea maximi. Vom nota cu best, valoarea maximi a unui arbore echidistant
cu ridicina in # (adici rezultatul pentru subarborele lui u). Pentru un nivel / fixat vrem si calculim besz, cu
restrictia cd arborele echidistant de valoare maximi a nodului # are cel putin o frunzi la nivelul b. Asadar, best,
se poate calcula dupi urmitoarea formuli:

best w, + max(best,) daci max(best,) <0
est, =
best, = w, + Y, max(0, best,) altfel

, unde  este fiu al nodului #. O solutie implementati naiv va avea complexitate O (72).

Putem imbunititi solutia precedentd in felul urmitor: pentru fiecare nivel , vom construi arborele compresat
care contine toate frunzele de pe nivelul / (cunoscut si sub denumirea de arbore virtual). Proprietatea cheie a
acestui arbore este ci numairul de noduri ale acestui arbore este O (numarul de noduri la nivelul b). Prin
urmare, putem calcula best, exact ca mai sus.

Totusi, sirul best nu este calculat corect pentru toate nodurile (pot exista noduri care sunt ”sirite intr-un arbore
compresat). Pentru a calcula corect valorile best, putem si facem o parcurgere in adincime §i si maximizim
valoarea best, cu best, + V,,, unde v este fiu al nodului #. Aceasti solutie are complexitate O(z log 7).

Pentru a obtine o solutie de complexitate O(7), putem optimiza constructia arborilor compresati. Mai exact,
fie T" arborele compresat care are frunzele la nivelul ». Vom adiuga in 7" nodurile de la nivelul » + 1. Acum,
trebuie si stergem noduri din 7" in felul urmator:

* Daci subarborele nodului # nu are nicio frunzi la nivelul » + 1, atunci stergem subarborele lui .

* Daci nodul # (cu tatil fiind nodul p) are exact un fiu, v, atunci putem compresa nodul #, stergindu-l si

adiugind muchia (p,v) in T'.

* Daci nodul # are cel putin doi fii, atunci nodul se pistreazi si nu facem nicio modificare.

Dupi aceasti constructie, vom proceda la fel ca in solutia precedenti.



