IMO2024

65th International Romanian (rum), day 1

Mathematical Olympiad

marti, 16. iulie 202/

Problema 1. Determinati toate numerele reale « astfel Incat, pentru orice numar natural nenul n,
numarul intreg
Lo + [20] + -+ + [na]

este un multiplu al lui n. (Notadm cu |z] cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu z. De
exemplu, |—7| =—4si [2] = |2,9] =2.)

Problema 2. Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale nenule pentru care exista
numerele naturale nenule g si N astfel incat egalitatea

cmmmde(a” +b, 0" +a) =g

este satisfacuta pentru orice numar natural n > N. (Notam cu cmmdc(z,y) cel mai mare divizor
comun al numerelor Intregi x si y.)

Problema 3. Fie a;,a9,as, ... un sir infinit de numere naturale nenule, si fie N un numar natural
nenul. Presupunem ca, pentru orice n > NN, termenul a,, este egal cu numarul aparitiilor lui a,_; In
lista aq,as,...,0,_1.

Demonstrati ca cel putin unul din sirurile ay, as, as, . .. si ag, as, ag, . . . este eventual periodic.

(Un sir infinit by, be, bs, . .. se numeste eventual periodic daca exista numerele naturale p si M astfel
incat by,+p = by, pentru orice m > M.)

Language: Romanian Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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miercurt, 17. tulie 2024

Problema 4. Fie ABC un triunghi cu AB < AC < BC. Notam cu w cercul inscris in triunghiul
ABC' si cu I centrul acestui cerc. Fie X punctul de pe dreapta BC, diferit de C, astfel incat
dreapta care trece prin X si este paralela cu AC este tangenta la w. Analog, fie Y punctul de pe
dreapta BC, diferit de B, astfel incat dreapta care trece prin Y si este paralela cu AD este tangenta
la w. Dreapta AI intersecteaza din nou cercul circumscris triunghiului ABC' in punctul P # A. Fie
K si L mijloacele segmentelor AC' si respectiv AB.

Demonstrati ca ZKIL + ZY PX = 180°.

Problema 5. Melcul Turbo joaca un joc pe o tabla cu 2024 de linii si 2023 de coloane. Exista
monstri ascunsi In 2022 dintre celule. La inceput Turbo nu stie unde se afla monstrii, dar el stie ca
exista exact cate un monstru pe fiecare linie, cu exceptia primei linii si ultimei linii, si ca pe fiecare
coloana se afla cel mult un monstru.

Turbo face mai multe Incercari de a merge de pe prima linie pana la ultima linie. La fiecare incercare
el alege o celula oarecare din prima linie din care porneste, si apoi se muta de fiecare data intr-o
celula adiacenta care are o latura comuna. (El are voie sa se Intoarca intr-o celula in care a mai fost.)
Daca ajunge intr-o celula in care este un monstru, incercarea lui se termina si revine inapoi la prima
linie pentru a incepe o noua incercare. Monstrii nu se muta, iar Turbo tine minte daca fiecare celula
vizitata are sau nu are un monstru. Daca el ajunge intr-o celula de pe ultima linie, incercarea lui se
termina si jocul se incheie.

Determinati valoarea minima a lui n pentru care Turbo are o strategie care sa 1i garanteze ca poate
ajunge pe ultima linie in a n-a incercare sau mai devreme, indiferent de pozitiile monstrilor.

Problema 6. Fie Q multimea numerelor rationale. O functie f: Q — Q se numeste curata daca
este satisfacuta urmatoarea proprietate: pentru orice z,y € Q,

fle+fy)=rf@)+y sau  f(f(z)+y) =z+ f(y)

Demonstrati ca exista un numar intreg c astfel incat pentru orice functie curata f, exista cel mult ¢
numere rationale diferite, de forma f(r) + f(—r), unde r este un numar rational, si determinati cea
mai mica valoare posibila a lui c.

Language: Romanian Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



