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CLASA a VI-a — solutii si bareme

Problema 1. Se considera multimea A = {1,2,3,...,2025}. Spunem ca
o submultime B a multimii A este interesantd daca are 3 elemente, dintre
care unul este media aritmetica a celorlalte doua si exista b € B pentru care
5-be B.

a) Calculati cate submultimi interesante contin numarul 225.

b) Determinati numarul tuturor submultimilor interesante ale multimii

A.
Solutie. Fie B = {b,5b,a}. Sunt 3 cazuri:
I.a= # = B = {b, 3b, 5b}
1L 5b= 220 2 B = gb5b, 96
III.b:a+5b:>a+36:0,nusepoate ............................ 2p

a) Deoarece 225 este divizibil cu 3,5 si 9, el poate fi oricare element al
multimii B. Obtinem astfel urmatoarele 6 submultimi interesante:
{225,675,1225}, {75,225,375}, {45, 135,225}, {225,1225,2025},
{45,225,405}, {25, 125,225} .. oo 2p

b) Pentru cazul I, obtinem cate o submultime interesanta pentru fiecare
b € N* cu bb < 2025, deci 2025 : 5 = 405 submultimi ................... 1p

Pentru cazul II, obtinem cate o submultime interesanta pentru fiecare
b € N* cu 9b < 2025, deci 2025 : 9 = 225 submultimi ................... 1p

Deoarece {x, 3z, 5z} = {y, by, 9y} implica x = y, de unde rezulta 3z = 9y,
obtinem o contradictie, asadar nu exista submultimi care sa fie simultan si
de tip I, si de tip II.

In concluzie, avem 405 + 225 = 630 submultimi interesante. ......... 1p

Problema 2. Fie numerele naturale a < b < ¢, cu proprietatea ca
a + b+ 2¢ este multiplu comun pentru b si c.

a) Aratati ca cel mai mare divizor comun al numerelor a + b si ¢ este
numarul c.

b) Aflati numerele naturale ¥ mai mici ca 1000, stiind ci a - b - c = k%



Solutie. a) Din ¢ | a+ b+ 2¢, cum ¢ | 2¢, obtinem ¢ | a+b. Dar a < b < ¢

implica a + b < 2¢, deci a +b = c. Atunci (a+b,c) =c................. 2p
b)) Cum b |a+b+2c din a) obtinem b | 3a + 3b. Dar b | 3b, deci b | 3a.
Insa 3a < 3b, asadar 3a € {b,2b} ... ... 2p

Cazul I. 3a = b. Avem a = n,b = 3n,c = 4n, de unde a - b-c = 12 - n?.
Cautam valorile lui n astfel incat 22 -3 -n® = k2 k < 1000, si gdsim n = 3
care implica abc = 182, n = 3 - 22 care implica abc = 144% si n = 33 care
IMPlica abe = 4862 . . ... . . 2p

Cazul II. 3a = 2b, deci exista p € N*, astfel incat a = 2p,b = 3p de
unde obtinem ¢ = 5p. Atunci a - b- ¢ = 30 - p?, care conduce la p = 30, deci
abe = 0002 . . o 1p

Am obtinut k£ € {18,144, 486,900}.

Problema 3. Fie ABC un triunghi cu <BAC = 40° si xABC = 80°.
Notam cu [ intersectia bisectoarelor triunghiului. Aratati ca Al = BC.

Solutie. Fie {D} = BI N AC. Atunci < BAD = <ABD = 40° deci
AABD este isoscel, de unde rezulta ca AD = BD (1)................... 2p
Constructia 1. Fie BM, M € AC, bisec-
toarea XDBA ... ... 1p
Atunci SABM = <IAB 20° ¢i AB
este latura comuna, deci ATAB = AMBA
(U.L.U.),de unde AT =BM .............. 2p
Apoi <CBM = <CBD + <DBM = 60°
si IMCB = 60°, deci triunghiul M BC' este
echilateral, de unde BC = BM = Al ...... 2p

% |

Constructia 2. Fie triunghiul echilateral
AAMI, D € (IM). ... 1p
Cum <MAD = <MAI — <IAD = 60° —
20° = 40°, obtinem < MAD = <DBC (2). 1p
Din (1),(2) si SAMD = <DCB = 60°
rezultda AADM = ABDC (U.L.U.) de unde

AM = BC .. ..o 2p
Dar AAMT echilateral implica AI = AM,
deci AT =BC ..., 1p

Observatie Urmatoarele doua constructii
nu folosesc relatia (1). Punctajul obtinut pen-
tru fiecare dintre ele nu se cumuleaza cu punc-




tajul asociat demonstrarii relatiei (1), elevii primind maximul dintre cele
doua punctaje.
Constructia 3. Fie AM || BC, M €

Atunci YAMB = <M BC' (alterne in-
terne), care implica XABM = YAMB =
40°, deci AABM isoscel, de unde AB =
AM(2) oo 2p

Cum <<CAM = <ACB = 60°, fiind
unghiuri alterne interne, obtinem </AM =
20° + 60° = 80° = SABC (3).... .. ... 1p

Din (2),(3) si SAMI = ¥BAC = 40°
rezulta AAMI = ABAC (U.L.U.) care implica Al = BC .............. 3p

Constructia 4. Fie triunghiul echilate-
ral NACM,B € (MC)................. 1p

Din CA = CM, <ICA = <ICM =
30° si IC' latura comuna rezulta ACTA =
ACIM (L.U.L.), de unde obtinem [A =
IM (2) si <TAC = <IMC =20°....... 2p

Fie {E} = AI N BC. Din ¥MAB = D
IMAC — <BAC = 20°, AM = MC
si SJAMB = <ACE = 60° obtinem
AMAB = ACAE (UL.U.) de unde rezultsa M B E ¢
MB = EC, ceea ce implicA ME = BC (3) ..o, 2p

In triunghiul AAEM, <AEM = 180° — 60° — 40° = 80°, asadar, in
triunghiul AMIE, < MIE = 180° — 20° —80° = 80° = <M EI, deci AMIE
isoscel, de unde rezulta M1 = ME (4) ... 1p

Din relatiile (2),(3) si (4) obtinem [A=IM =ME =BC........... 1p

Problema 4. Determinati numerele naturale n > 2 pentru care toate
celulele unui tablou n x n se pot colora cu diferite culori astfel incat orice
celula are exact alte doua celule cu care este vecina si care au aceeasi culoare
cu ea. Prin celule vecine intelegem doua celule care au o latura comuna.

Solutie.

Fixam una dintre culori. Plecand de la o celula oarecare a tabloului,
putem parcurge un traseu monocolor (intrucat fiecare celula are exact doua
celule vecine colorate la fel) astfel incat sa ajungem inapoi in celula din care



am plecat. Daca, prin absurd, am ajunge in alta celula a traseului, una prin
care am trecut deja, atunci aceasta ar avea cel putin trei celule vecine de
Aceeas CULOATE. .. ... . 2p

Orice astfel de traseu reprezinta un ciclu inchis. Marcam alternativ
celulele tabloului asemenea unei table de sah. Observam ca, la fiecare pas,
marcajul celulei in care ne aflam se schimba. Prin urmare, deoarece ne
intoarcem in celula din care am plecat, pentru fiecare astfel de ciclu, de-

ducem faptul ca lungimea sa va fi para............... ... ... ... .. 2p
Cum fiecare celula a tabloului face parte dintr-un unic astfel de traseu,
rezulta ca numarul total de celule este par, deci n este par.............. 1p

Orice tablou n X n, cu n par, se poate imparti in patrate 2 x 2. Pen-
tru fiecare astfel de patrat alegem o culoare distincta si coloram cu aceasta
culoare toate cele 4 celule ale sale. Tabloul astfel colorat verifica conditiile
problemei, deci n este orice numar natural par nenul. .................. 2p



