Tunie, 2025 — prof. GHIULER MADALIN

EXERCITII DE ANTRENAMENT

EVALUARE NATIONALA 2025
Matematica

SUGESTII DE REZOLVARE

Nota: Materialul contine cdteva probleme cu nivel ridicat de dificultate, deci se adreseaza in special elevilor care vor si obtina
notd maximd, dar poate fi analizat de toti absolventii de clasa a VIII-a. MULT SUCCES !!!

Subiectul al 111-lea, exercitiul 1.

1.Pe doua tavi sunt asezate 100 de briose. Dupa ce de pe prima tava se iau 17 briose si de pe cea
de a doua tava se iau 23 de briose, pe prima tava raman de trei ori mai multe briose decét pe cea
de a doua tava.

a) Este posibil ca cele doud tavi sa aiba numar egal de briose? Justificati raspunsul dat.
Solutie: Daca in cele doua tavi ar fi un numar egal de briose, atunci fiecare tava ar
contine 100 : 2 = 50 briose.

50 — 17 = 33 (briose ramase 1n prima tava)

50 — 23 = 27 (briose ramase 1n a doua tava).

Acum avem informatia ca pe prima tava rdman de trei ori mai multe briose decat pe tava
a doua, deci ar trebui ca 33 = 3 - 27 (FALS). Asadar, nu este posibil ca cele doua tavi sa
aiba numar egal de briose

b) Determinati numarul de briose aflate initial pe prima tava.

Solutie:
1. Metoda aritmetica !!!

100 — 17 — 23 = 60 (din numarul total de briose din cele doua tavi se iau 17 briose si alte 23
briose), avem acum informatia ca in cele doua tavi au ramas 60 briose.

/-==/---/---] (prima tava)

/--=/ (a doua tava).

60:4 = 15 (un segment), deci pe tava a doua au ramas 15 briose.

15 - 3 = 45 (trei segmente), sunt astfel 45 briose ramase pe tava a doua.

Numadrul de briose aflate initial pe prima tava este 45+17 = 62.
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2. Metoda algebrica !!!
Fie a = numar briose de pe prima tava si b= numadr briose de pe a doua tava.
Avem a + b = 100 .
[au 17 briose de pe prima tava, raman deci a — 17 briose.
Iau 23 briose de pe a doua tava, raman deci b—23 briose.
Stim acum ca pe prima tava sunt de trei ori mai multe briose decat pe a doua tava, deci
a—17 =3-(b — 23).

a+b =100

a—17=3-(b—23) " solutia unicd a = 62

Obtinem 1in final sistemul de ecuatii {

sib = 38.

2.Pe doua rafturi se afla carti. Pe primul raft sunt de 4 ori mai multe carti decat pe al doilea raft.
Daca s-ar lua 14 carti de pe primul raft si s-ar aseza pe al doilea raft, atunci numarul cartilor de
pe al doilea raft ar fi egal cu doua treimi din numarul cartilor ramase pe primul raft.

a) Este posibil sd fie 8 carti pe al doilea raft? Justificati raspunsul dat.
Solutie: Daca ar fi 8 carti pe al doilea raft, pe primul raft ar fi 4 - 8 = 32 carti.
32 — 14 = 18 (carti ramase pe primul raft)
8 + 14 = 22 (carti obtinute pe al doilea raft) si 22 # % - 18, deci NU este posibil ca pe al doilea
raft sa fie 8 carti.

b) Determinati numdrul de carti de pe primul raft.

Aritmetic:
[m= == o= o= i cartile de pe primul raft.
o e cartile de pe al doilea raft

Se observa foarte usor, din textul problemei, ca trebuie sa ajungem la urmatoarea reprezentare:
== ]-=]-=]
/--/--/, deci cele 14 carti mutate de pe raftul 1 pe raftul al doilea reprezinta de fapt un segment.

Asadar, pe raftul 1 sunt 14 - 4 = 56 carti si pe raftul 2 sunt 14 carti.
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Algebric:

Fie ,,a,, numar carti de pe raftul 1 si ,,b,, numar carti de pe raftul al doilea.
a=4b sib+ 14 = % (a — 14), de unde se obtine usor ca a = 56 si b = 14.
RECOMANDARE!!!

Scriu Intai numarul de carti obtinut dupa transfer de pe fiecare raft, apoi scriu ecuatia (textul
problemei NU este unul tocmai simplu).

Subiectul al 111-lea, exercitiul 2.

1.Se considera expresia E (x) = i—j + (1 + i) X2 unde x este numar real, x # —1si x # 2.

x-2/) x+1’
(2p) a) Arataca E(x) = % , pentru orice numar real x, x # —1 si x # 2.
Solutie:
-calculul sumei din paranteza ma conduce la g + ﬁ = i—i .

- calculez produsul si obtin 1.
-finalizare

(3p) b) Determinati numerele naturale n pentru care numarul E(n) este numar natural.

Metoda 1. (scoaterea intregilor din fractie)
1 s S S N (pana aici totul simplu si frumos).
n-2 n-—2 n-2 n-2 n-2 ’

Acum sunt mari sanse SA GRESIM!

-trebuie sd tinem cont ca 2 + ﬁ EN<=>n-2€D, si ﬁ > —2 (din cauza cd avem 2
intregi), decin — 2 € {—2,—1,1,2,4}, deunde n € {0, 1, 3, 5}.

Obs: am fi pierdut solutia n = 0, dacd n-am fi gandit riguros si n-am fi luat in calcul ce am scris
cu albastru.
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3 x%(x—1)(x-3 g .
x2_4x) : (x—1)( ), unde x este numar real, x # 0 si

2. Se considera expresia E (x) = (1 + (-4

x#F1,x#3,x +4.
. 1 . . .
(2p) a) Aratici E(x) = x—z,pentru oricenumarreal x, x # 0six # 1,x # 3,x # 4.

Solutie:
x%—4x+3 _ (x—1)(x—3)
x2—4x  x(x—4)

-calculul din paranteza ma conduce la

-efectuand impartirea celor doua rapoarte, se obtine exact ce trebuie.

1

(3p) b) Arittati ¢ E(2023) + E(2024) + E(2025) < ——

Solutie:
1 1
20232 * 20242 * 20252
-se observa ca prin calcul direct NU este deloc ce trebuie. Deci NU incercam degeaba.

E(2023) + E(2024) + E(2025) =

Folosim tehnica (putin mai ,,facultativa,, ce e drept) de la clasa a V-a:

1 1

1 . o .
—=—X , pentru oricare k numar natural mai mare sau egal cu 2.
K2 KK  (K-1)K

Asadar,

1 1 1

= < 1
20232 2023-2023 2022-2023 ( )

(inegalitatea este evidentd dacd ne gandim la compararea fractiilor ordinare care au acelasi
numarator)

1 1 1

= < ()
20242 20242024 20232024
1 1 1
= < (3).
20252 20252025 20242025
. . 1 1 1 1 1
Din (1) + (2) + (3) obtinem + + .
’ 20232 20242 20252 20222023 = 20232024 20242025
< 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Calculam acum + + = - + - + - =
20222023 = 2023-2024  2024-2025 2022 2023 2023 2024 2024 2025
1 1 3 1 ) .. ) .
= — = = , deci se confirma inegalitatea din enunt.
2022 2025 20222025  674:2025 ’
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Subiectul al I11-lea, exercitiile 4 si 5.

1.Se considerd paralelogramul ABCD cu AD 1 DB, AB = 2BC si punctele M si N, mijloacele laturilor
AB, respectiv CD.

a) Aratati ca perimetrul paralelogramului ABCD este de doua ori mai mare decat perimetrul

triunghiului AMD.
b) Demonstrati ca triunghiul MBN este echilateral.
Solutie:
D N C
A M B
a) AADB dreptunghic in D
DM mediana corespunzdtoare ipotenuzei, deci obtinem DM = AM = MB = x,x > 0.
Dar AB = 2BC
BC = AD(opuse in paralelogram), deci AD = BC = AM = MB = DM = x.
Pigecp =AB+BC+CD+AD =2x +x+ 2x +x = 6x
Pyup = x +x + x = 3x,deci Pygcp = 2 * Pyup -
Observatie: se poate aplica si reciproca teoremei unghiului de 30 grade in triunghiul ADB
si se dovedeste ca triunghiul ADM este echilateral.
b) Din notatiile de mai sus si tinand cont de pozitia punctelor M si N pe laturile AB si CD,

se obtine cd MBCN este paralelogram (chiar romb), pentru cd CN = MB = BC = x si
NC || BM .

Folosind acum observatia de mai sus, avem ca unghiul BCN are masura de 60 grade, deci
triunghiul BCN este echilateral (isoscel cu masura unui unghi de 60 grade).



Tunie, 2025 — prof. GHIULER MADALIN

2.Se considera triunghiul ABC, dreptunghic in 4, punctele M si N situate in semiplanul determinat de
dreapta BC si punctul 4, astfel incit MB L AB, MB = ABsi NC L AC, NC = AC.

a) Aratati ca punctele M, A si N sunt coliniare.

Solutie:

Solutie:
a) Triunghiurile ABM si ACN sunt dreptunghice isoscele = m (<MAB)=m(«<CAN ) =45°

m(XMAN) =m(XMAB)+m(<BAC)+m(xCAN)=45°+90°+45°=180°, deci punctele M ,

A s1 N sunt coliniare
b) Demonstrati ci MN = V2 (AB + AC).

MB=AB §i AM? = AB*> + MB> = AM = AB\2
NC=AC si AN? = AC? + NC? = AN = AC~2, deci MN = AM + AN =~/2 (4B + AC)


Highlight
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3.Se considera dreptunghiul ABCD, cu AB = 5v/3 cm, BC = 5 cm si punctul 0, intersectia diagonalelor
AC si BD. Perpendiculara in O pe dreapta BD intersecteaza dreptele AB si AD in punctele E, respectiv F.

a) Aritati ca aria patrulaterului AFBC este egald cu 25v3 cm?.

D C
O

A B

F

Solutie:

a) FO este mediatoarea segmentului BD = ADFB este isoscel si, cum unghiul ADB are
masura egald cu 60°, obtinem ca ADFB este echilateral

BA 1 DF ,deci A este mijlocul lui DF = AF =5cm

AFBC paralelogram, deci Ayppc = AB-BC = 25\3cm’

b) Determinati masura unghiului format de dreptele AC si DE.

AFBC paralelogram, deci AC|| FB

BALDF, FOLBD si {E} = BANFO = E este ortocentrul ADFB
DE 1 FB , deci unghiul format de dreptele AC si DE are masura de 90°
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4.Se considera trapezul ABCD cu AB || CD, AB > CD si punctul M apartinand laturii AB astfel incat
AAMC = ADMB.

a) Aratati cd punctul M este mijlocul laturii AB.

o/

Z4
@

Solutie:

a) AAMC = ADMB => AC = DB , deci ABCD este trapez isoscel = <DAM = <CBM

Triunghiurile AMD si BMC sunt isoscele cu varful in M , deci AAMD = ABMC , de unde
obtinem MA =MB

b) Demonstrati ci % = % unde AC N BD = {0} si AD N BC = {N}.

ABCD trapez isoscel = OA = OB si, cum M este mijlocul Iui AB, obtinem OM 1 AB;

AANB isoscel, punctul M este mijlocul lui AB= NM L AB, deci punctele N, O si M sunt
coliniare

MA=MC=MB = MC = Az—B , deci triunghiul ACB este dreptunghic in C

MCO-—ANMB:>Q=£ si, cum OC = 0D si BM = MD , obtinem Q=Q
MN BM ' MD
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5.Se considera triunghiul ascutitunghic ABC in care AB < AC si unghiul A are masura de 60°. Inaltimile
BE,cuE € AC 5i CF, cu F € AB, ale triunghiului ABC se intersecteaza in punctul H. Mediatoarea

segmentului BH intersecteaza latura AB 1n punctul P si mediatoarea segmentului CH intersecteaza latura
AC 1n punctul Q.
a) Aratati a1
T AB T AC T 2

Solutie:

a) BE L AC = AABE este dreptunghic, deci cos(<«BAE) =% si, cum «XBAE are mésura

de 60°, obtinem ﬂ :l

2

CF L AB = AAFC este dreptunghic, deci cos(«<CAF)= % si, cum < CAF are misura de

60°, obtinem AF = 1 = AE

b) Demonstrati cd BP + CQ = PQ.

P apartine mediatoarei segmentului BH, decit BP=PH s ( apartine mediatoarei
segmentului CH , deci CQ =HQ, deci BP+CQ=PH + HQ
<BHF si1 «CHE au masura de 60° si, cum <«BHP are misura de 30° si «CHQ are

masura de 30°, obtinem ca (HP si (HQ sunt bisectoarele a doud unghiuri opuse la varf, deci

sunt semidrepte opuse

P, H si Q suntcoliniare in aceastd ordine, deci PH + HQ = PQ, deunde BP+CQ = PQ
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6.Se considera trapezul ABCD cu AB || CD, AB =12 cm, CD = 4 cm, AC n BD = {0}, punctul
E € AD astfel incat OF || AB si se noteaza cu F intersectia dreptelor BE si DC.
a) Aratati ca OF = 3 cm.

y T

Solutie:

a) AB||CD = AOB ~ ACOD =20 ~AB A0 _ 5 4. A0 _3
cO CD~ Co AC 4

OE||CD = AOE ~ aacD =22~ 9%E _ o —3em

b) Demonstrati cd DC = DF .

OE || DF = ABOE ~ ABDF — 2E _ BO
DF  BD

40 . BO _ 40

s1 — =——, obtinem DF =CD
AC ~ BD AC’

Deoarece % =

MULT SUCCES TUTUROR PARTICIPANTILOR!!!

10



